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EXTENSION DU THEOREME DE BROWN-DOUGLAS-FILLMORE 
AU CAS DES OPERATEURS NON BORNES 

Jean-Philippe Labrousse , Brigitte Mercier 


S.. Q * introductio n 

En 1973 L. Brown , R.G. Douglas et P.A. Fillmore ont démontré dans [ 1 ] 
un résultat sur la caractérisation de certaines classes d’équivalence 
d'opérateurs par leur tableau spectral. Ce travail est destiné à étendre 
ce résultat aux opérateurs non bornés , extension déjà partiellement 
réalisée dans [ 7 ]. Il nous a paru intéressant, en outre , d'établir 
quelques propriétés des opérateurs essentiellement normaux non bornés , 
même si elles ne sont pas pertinentes pour la démonstration du résultat 
principal. 

Notations et rappels de résultats 

Soit H un espace de Hilbert complexe et soit A un opérateur linéaire 
défini dans H et à valeurs dans H . On notera D(A) son domaine , 

N(A) son noyau et R(A) son image . On notera : 

G(A) = { u , Au | u e D(A) } c H X H , le graphe de A 
et on dira que A est fermé si G(A) est fermé. Si A est fermé et D(A) 
est dense dans H alors il existe un opérateur fermé à domaine dense A* 
défini dans H et à valeurs dans H , \' adjoint de A . Alors ( cf. [ 8 ], 

§118 ) l'opérateur I + A* A défini dans H et à valeurs dans H est 
fermé , surjectif et a un domaine dense dans H ; si on pose 
Ra - (I + A*A)" 1 , on trouve : (AR^)* = A*R^. 

d'ou Vu e H , || 2 AR a u y 2 + || (2 R a - l)u || 2 = || u || 2 (0.1) 

De ( 0.1 ) on déduit immédiatement que : 
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Il AR a H S 1/2 ; || R A || £ 1 

La projection orthogonale sur G(A) dans H X H est donnée par : 

P G (A) * ( ° A A * RA *1 

( } V ARa i ' r A *7 

( Cf [ 9 ], £ 2 ] ) 

On notera C(H) l'ensemble des opérateurs fermés à domaine dense H 
et à valeurs dans H , muni de la métrique g définie par : 

V A • B e H , g (A. B) = || P Q(A) - P G(B) || 

Cette métrique induit la topologie uniforme habituelle sur L(H) , le sous 
ensemble des éléments bornés de C(H) ( cf. [ 2 ] et la bibliographie qui y 
est citée ). Posons encore : 

i_ 

S A = (I + A*A)' 2 
Alors : (AS A )* = A*S a . 

et Vu e H , || AS a u ||2 + || S A u ||2 = || u ||2 



Soit A e G(H) . Posons c(A) = inf i^l où l'inf est pris sur tous les 

u e D(A) n N (A) -L. c(A) est appellée la conorme de A et R (A) est 
fermé si et seulement si c(A) > 0 . 

Si A e C(H) avec R(A) fermé et max { dim N (A), dim N(A*)} < oo 
on dira que A est Fredholm ( noté A e F(H) ). Si A 6 C(H) 
avec R (A) fermé et min {dim N (A), dim N(A*)} < oo , on dira que 
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A est semi-Fredholm ( noté A e SF(H) ). Evidemment F(H) c SF(H) 
et si A e SF(H) , Ind(A) = dim N(A) - dim N(A') est appelé l'indice 
de A. Si A e C(H) avec R(A) fermé et si Vn e IN on a 
N(A n ) c R (A) on dira que A est régulier ( cf. f 5 1 . Déf. 4.1.1 et Prop. 
4.1.1 ). On posera : Reg(A) = { X e C | A - XI est régulier }. 

Si A . B e C(H) on dira que A est faiblement comoact-équivalent à 
B (et on notera A B ) si Pg(A) * P G(B) est un opérateur compact 
de H X H dans lui-même . Dans ce cas on peut montrer que l’opérateur 
I + A*B e F(H) et on dira que A est fortement 
compact-équivalent à B ( et on notera A ■=« B ) si A B et si 
Ind (I + A*B) = 0 . 

( pour toutes ces définitions voir [ 6 ] ) . Enfin on écrira : 
p e (A) = {X e (C | A - XI e F(H)} 

p e (A) est appelé le résolvent essentiel de A . 

P ro positi on 0 ,2 ( voir. par exemple , [ 3 ] ) 

Soit A e L(H) avec R(A) fermé . Alors il existe un unique Bv e L(H) 
tel que : ABA = A ; BAB = B 

AB » (B*A*)* est la projection orthogonale sur R(A) 

BA = (A*B*)‘ et I - BA est la projection orthogonale sur N(A) 

B est appelé l’ inverse de Moore-Penrose de A 

Remarque 0.3 

R(B) est fermé et si B est l’inverse de Moore-Penrose de A alors A 
est l’inverse de Moore-Penrose de B . Enfin si A est inversible , alors 
A' 1 est l'inverse de Moore-Penrose de A . 

Nous incluons ici une proposition dont la teneur est bien connue mais 
dont la démonstration est difficile à trouver dans la littérature . Nous 
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avons besoin tout d'abord d'un lemme : 

Lemme 0.4 

Soit C e L(H) , symétrique tel que 0 s C s 1 . Alors : 
V n e IN , || C(l - C) n || < 1/(2n) 


Démonstration 


Vk e 

IN , 

(i- c + c) 2k 

2k 

-Z 

f 2 ^ 

li j 

)c'(,-c) 2M 




1-0 


Vk e 

IN , 

(1- c- C) 2k 

2k 

-X 

(2^ 
U J 

!(•')' c'(l- C) 




j-o 



Donc I > I - (l-2C) 2k S 4kC(l-C) 2k ’ 1 

ou encore: Vu e H , (C(l - CJ^u , u) s || u || 2 /(4k) 

et : V k e IN , || C(l - C) 2k ‘1|| < 1/(4k-2) 

En outre : |(C(I - C) 2k u , u)| 2 - |(C(I - C) 2 ^! - C)u , u)| 2 

et en utilisant l'inégalité de Schwarz généralisée (cf. [8] §104 ) on 

trouve |(C(I - C) 2k u , u)| 2 <; (C(l - C) 2k 'l u , u) (C(l - C) 2k+ i u , u) 

^ 1/[(4k)(4k+4)] || u || 4 < 1/(4k) 2 || u || 4 
Donc Vk e IN , ||C(l-C) 2k || < 1 /(4k) 
et le lemme se déduit de ( 0.8 ) et de ( 0.9 ). 

Proposition 0.5 

Soit A e L(H) un opérateur symétrique positif tel que || A || < 1 . 
Alors il existe une suite de polynômes { p n (A)} satisfaisant les 
conditions 
suivantes : 

1) p n (A) est de degré 2 n_1 

2) P n (0) - 0 

Si B e L(H) est l’unique opérateur symétrique positif tel que B 2 = A 



3) 0 < p n (A) < B < I 
4) Vn e IM , Il B - p n (A) || < 1/n 
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Démonstration 

Posons : p-|(A) = A/2 

Pn+1 ( A ) = Pn( A ) + [ A - Pn 2 ( A )] /2 . n = 1 , 2 ,(0.10) 
1) et 2) se démontrent aisément par induction sur n . Pour démontrer 3) 
observons que : 0 S p-j (A) - A/2 < B S I 

et B-p-((A) - B(l -B/2) à 0 . 

Supposons 3) démontré pour n ; alors : 

B - Pn+i (A) = B - p n (A) - [B2 - p n 2( A )]/2 

Donc: B - p n+1 (A) = [ B - p n (A) ] [I - (B + p n (A) )/2] (0.11) 

Comme B - p n (A) et I - (B + p n (A) )/2 sont tous deux positifs ( par 

hypothèse d'induction ) et commutent entre eux ( ils sont tous deux des 
polynômes en B ) leur produit est également positif. 

Donc p n+ i (A) < B < I. 

Mais alors d’après ( 0.10 ) et l'hypothèse d'induction , p n+ i (A) est la 

somme de deux opérateurs positifs et par conséquent positif lui même , 
ce qui démontre 3). 

Finalement I - (B + p n (A) )/2 = I - B/2 - p n (A)/2 2 I - B/2 
Donc de (0.11) on déduit que : 

B - Pn+1 (A) £ [ B - p n (A) ] (I - B/2) 

et par induction que Vn e IN , B - p n (A) £ [ B - p-j (A) ] (I - B/2) n_1 

d'où : Vn e IN , Il B - p n (A) || <! || B (I - B/2) n Il £ 2 || (B/2) (I - B/2) n || 
et 4) se déduit du lemme 0.2 en prenant C = B/2 . 
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§ 1 . Bissecteurs 

Définition 1.1 

Soit A e C(H) . Posons : Â = AS A (I + Sa)" 1 

Pour des raisons que nous exposerons ci-dessous nous appelerons Â le 
bissecteur de A . Cette notion a été introduite dans [ 4 ] . 

Proposition 1.2 

Soit A e C(H) . Alors : 

(1) Il Â || < 1 

(2) (Â)* = Â* 

(3) R À - (I + S a )/2 

(4) ÂR a = AS a /2 

Démonstration 

(1) || Â || s || as a || ||(i + Sa)- 1 || < i 

(2) (Â) = (I + S/^)' 1 A S A * = A S A ‘ (I + Sa*)' 1 = Â*, en utilisant (0.6) 

(3) 1+ Â*Â = I + (I + SaVVSa* AS a (I + S a )' 1 = 

- I + (i + Sa^o-RaMI + Sa)- 1 = 2(1 +Sa)' 1 
Donc : R A =■ (I + S A )/2 

(4) ÂR a - AS A (I + Sa)' 1 (I + S a )/2 = AS a /2 

Proposition 1.3 

Soit M a = 

unitaire et symétrique de H X H sur lui-même qui laisse invariant le 
graphe de Â et envoie le graphe de A sur H X {0} et réciproquement. 

Démonstration 


s A 

as a 



.Alors est un opérateur 
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On vérifie sans difficulté que M A * = M A et que M A M A « I 

En outre , soit { u , v } e H X H . Alors , en utilisant (0.3) et la 
proposition 1.2 , on trouve : 

Ma{u,v} = { u , v) <==> (I + M A )/2 { u , v } = { u , v } <==> 

<==> P G(Â) {u.v} = {u,v} <==> {u,v} e G(Â) 

Finalement si u e D(A) on a : 

M A { u , Au ) = { S A u + A*S a *Au , 0 ) e H X {0} 
et M a { u , 0 } = { S A u , AS a u } e G(A) 


Remarqu e 1-4 

C'est cette propriété de G(Â) qui nous a amené à appeler Â le 
bissecteur de A : si H * IR , G(Â) est la droite bissectrice de l'angle 
compris entre l'axe des abcisses et G(A). 


P rQ PQ SitiQn 1-5 ( cf [ 4 ] ) 

Soit A e L(H) . Alors || Â || <1 . Plus précisément : 


Si A est borné , alors : || Â || = - - 11 - 11 — 

1 +Vl +|| A || 2 

Réciproquement si || Â || < 1 , alors A est borné 


et 


Il A || 


2 II Â || 

. 2 
1 - Il A || 


Démonstration 

Soit A borné ; V u e H on a : 


Il u II 2 = || S A u ||2 + || AS A u H 2 <; (1 + || A H 2 ) || S A u || 2 . 

2 1 2 

Donc : || S A u || S - || u || et par conséquent : 

1 +11 A || 2 
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|| AS A u H 2 - || u || 2 - Il S A u || 2 < ■ l|A|1 2 || u || 2 

1 + Il A || 

D'où || AS A H 5 - Jl^I- 2 (1.1) 

V1 + || A || 

Ch a aussi : || S^u || £ Vl + Il A || 2 || u || 


et par conséquent 


< u , S/^u > < V1 + 


Il A || 2 || u || 2 


L'inégalité de Schwarz généralisée ( cf. [ 8 ] § 104 ) donne alors : 

2 

V u , v e H [< u , S A v >] £ < u , S A u > < v , S A v > 

- 1 

En prenant v = S A u on obtient : 

4 - 1 

|| u || < < u , S A u > < u , S A u > 


d’où < u , S A u > > 


1 


VÎT 


I u | 


Il A || 


Donc : ||(1 +S A )u || 2 = || u || 2 + || S A u || 2 + 2 < u , S A u > ;> 


£ 1 + 


1 


1 + Il A || 


VïT 


Il u II 


-1 V i + 

etfinalement ||(l + S A ) || < v 


i +VîT 


( 1 . 2 ) 


en utilisant (1.1) et ( 1 . 2 ) on trouve : 


Il Â || < || AS A H ||(l + Sa)' î| < - j 1 *- 1 - 1 ' ■ 2 <1 (1.3) 

1 +Vl +|| A || 

Réciproquement, si ||B|| < 1 on voit que : 

I - B*B est inversible et par conséquent A = 2B (I - B*B) _1 est borné 

II est facile de vérifier que Â = B et comme 

< ( I - Â*Â)u , u > = Il u II 2 - Il Au II 2 â (1 - Il Â II 2 ) Il u II 2 

- - - 1 *1 

onvoitque ||(I-A*A) || £ - , cequidonne 

1 - Il À || 2 
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|| A || S - 211 À 11 g d'où : || A || || Â || 2 + 2 || Â || - || A || à 0 
1 - Il Â || 

On peut exclure le cas où A = 0 , la proposition étant alors évidente . 
On déduit donc de l'inégalité précédente et de (1 . 3 ) que : 


A || > 


> -1 + VîT 


i + VïT 


Il A || 


d'où on déduit immédiatement le reste de la démonstration 


Définition 1.6 

Nous noterons C 0 (H) l'ensenble des contractions T de L(H) ( c'est à 

dire des Te L(H) avec || T || <, 1 ) telles que N(I-T*T) = { 0 }, muni 
de la topologie induite par celle de L(H). 

Proposition 1.7 ( cf [ 4 ] ) 

L'application A Â de C(H) dans C 0 (H) est bijective, ouverte, envoie 
les éléments non bornés de C(H) sur les éléments de norme 1 de C 0 (H) 

et les éléments bornés de C(H) sur les éléments de norme < 1 de C 0 (H) . 

Démonstration 

Montrons d'abord la suractivité de l'application . Soit B e C 0 (H) . 

Nous avons déjà vu que si || B || <1 il existe un A e L(H) tel que B = Â 
Si || B || = 1 , posons : 

D(A) = R (I - B*B) ; 
si u = (I - B*B)w e D(A) , Au = 2Bw 
Alors A e C(H) , A est non borné et Â = B. 

En effet, D(A) = R ( I - B‘B) est dense dans H . 

En outre A est fermé car si { u n } est une suite d'éléments de D(A) 

qui converge vers u dans H et telle que Au n converge vers v dans H , 
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alors en posant w n - ( I - B'B)' 1 u n et t n = RB' 1w n on a : 
u n - ( I - B‘B) w n = (2R B -1) Rb' 1 w n = (2R B - l)t n -* u 

Au n = 2Bw n - 2BR B t n v 

et par conséquent, en vertu de (0.5) {t n } est une suite de Cauchy et 
il existe te H tel que t n -> t avec : 

w = Rgt , u = (I - B # B)w e D(A) et v = 2Bw = Au 

Un calcul simple montre qu'alors A = B . 

Enfin A n'est pas borné car D(A) * H . En effet, si D(A) = H alors 
I - B*B serait inversible ce qui entraînerait que || B || < 1 , contradiction 
Finalement ( cf [ 2 ] ) : 

g 2 (A,A') s ||R a - Ra'II 2 + IIRa* - r A'*II 2 + 2 ||AR a - A'R A .||2 
et comme : 

l|R A - r A'H 2 ||S A - s A .|| ||S A || + ||S A .||||S A -S A .|| < 2 ||S A -s A .|| 
ll R A* - r A’*H 2 IIS A * - S A .*|| ||S A *|| + ||S A .*|| ||S A . - S A ’*|| 5 2 ||S A * - S A .*|| 

l|AR A - A'R A .||2 â [ ||AS A - a*s a .|| ||S A || + Il A'S A .||||S A -S A .||]2 < 

< 2[||AS a -A'S a -||2 + ||S A -S A .||2] 
g 2 (A,A') < 4 [ 2 ||S A - S A .|| 2 + 2 ||S A * - S A .*|| 2 + ||AS A - A*S A .||2 ] 

En outre ||S A - S A .|| S 2 g(Â.Â') ; ||S A - - S A »|| < 2 g(Â.Â') 

et ||AS A -A’S A .|| < 2g(Â,Â') 

é»* - ) - - 

Donc g 2 (A,A') à $0 g 2 (A,A') 

d’où g (A, A') < 8 g(Â.Â’) (1.4) 

Comme sur C 0 (H) la topologie uniforme est équivalente à celle induite 
par g ( cf [ 2 ] ) la proposition est démontrée . 



§ 2. Compalence 


Définition 2.1 

Soit A , B e C(H) . Nous dirons que A et B sont compatents s'il 
existe un opérateur unitaire U tel que A » K UBU* 

Remarque 2.2 

La définition 2.1 coïncide avec la définition habituelle ( cf [ 1 ] ) si A 
et B sont bornés . 

Proposition 2.3 

A UBU* <==$ U*AU B 

La compalence est une relation d'équivalence sur C(H). 

Démonstration 

Posons C = UBU* . On vérifie facilement que : 

R c = UR b U* ; R c . = UR b *U* ; CR C = UBR B U* ; C*R C ‘ = UB*R B *U* 

Donc en posant : V = on voit immédiatement que 

p G(C) = v P G(B) v * ! I + A*C = U(l + U*A‘UB)U* . Donc : 

P G(U*AU) - P G(B) = v *( p G(A) * VP G(B) V *) V = V *( P G(A) - P G(C)) V = 

- compact et Ind (I + U‘A*UB) = Ind (I + A*C) = 0 . 

La transitivité de la relation s'établit de la même manière . 

Proposition 2.4 

Soit A , B e C(H) tels que A et B soient compalents . Alors : 

1) P e (A) = P e (B) 

2) VA. e p 0 (A) , Ind (A - XI) - Ind (B - XI) 
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Démonstration 

En utilisant le théorème 3.1 de [ 6 ] on trouve : 

Pe( A ) “ Pe(UBU') = p e (B) 

VA. e p e (A) , Ind (A - XI) = Ind (UBU* - XI) - Ind (U(B - XI)U*) - Ind (B - XI) 

Proposition 2.5 

Soit A , B e C(H) . Alors 

A et B sont compalents => A et B sont compalents. 
Démonstration 

Sous les hupothèses de la proposition il existe un opérateur unitaire U 
tel que À = UBU* + K . Posons C = UBU* .Alors: 

A = C + K => Pq(A)' p G(C) est compact 
=> S A " S C - S A* ‘ S C* • AS A - CSq sont compacts 
=> R A ‘ R C • r A* ' R C* • A r a - CRc sont compacts 
=> P G(A) ‘ P G(C) est compact => A C 
En outre si V A q » S a Sq + A*S a *CSq on a : 

V AC » (Sa - S C )S C + (A‘S a * - C*S C ‘)CS C + R C + C*CR C = 

= I + compact . Donc V A q s F(H) et Ind (V A q) = 0 

Or on voit facilement que I + A*C = S A -1 V a q Sq' 1 et comme S^ 1 

et Sq" 1 sont Fredholm d’indices nuis 

Ind (I + A*C) =lnd(S A 1 ) + Ind (V AC ) + Ind (Sc* 1 ) = 0 

(cf. [2] , Théorème2.1). Donc A = K C 

Proposition 2.6 

Soit A , B e L(H) , tels que A ~ K B et R (A), R(B) fermés . 

Alors P N(A) * P N(B) est compact 
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Démonstration 

Soit {u n } une suite d’éléments de H telle que Vne IN , ||u n || = 1 . 
Alors (cf [ 6 ], Proposition 2.6 ) : 


IK 1 ' P G(A))(( I ' P N(A)) P N(B) u n . 0 JH s ~ 7- ^ IK 1 - p N(A)) p N(B) u n II 

V 1 + C (A) 

0r (•- P G(A)){( | - p N(A)) p N(B) u n • 0 } “ O- P G(A)M P N(B) u n - °) = 


= (>- p G(A)) p G(B){ p N(B) u n' 0 } 


Donc : 

IK 1 ' P N(A)) P N(B) u n II 


< 


V i + ç 2 (A) 
c(A) 


110 ' p G(A)) p G(B) l p N(B) u n • 0 )ll 


et comme A ~ K B => (I - p G(A)) p G(B) = ( p G(A) ' P G(B)) P G(B) est 
compact, il existe une sous suite de {u n } ( notée encore {u n } sans 
perte de généralité ) telle que {(I - P|\|(A)) p N(B) u n} soit convergente . 
Donc (I - Pn(A)) p N(B) est compact et par symétrie entre A et B 
(I - Pn(B))P|\I(A) est également compact. 

Donc P N ( A ). P N ( B j = (I - Pn(B)) p N(A) * K 1 ' P N(A)) P N(B)1‘ est compact. 


§ 3 ■ Opérateurs essentiellement normaux 

Définition 3.1 

Soit A € C(H) . Nous dirons que A est essentiellement normal si 
A*A = K AA* 

R emarque 3 ? 

Si A e L(H) cette définition est équivalente à la définition habituelle 
pour les opérateurs bornés : A est essentiellement normal si A*A - 
AA* est un opérateur compact. ( cf [ 1 ], [ 6 ] proposition 2.5 ) 
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EfQPQSiti on 3 .3 ( cf [ 7 ] ) 

Soit A e C(H) . Alors les conditions suivantes sont équivalentes : 

1 ) A est essentiellement normal 

2) - Ra* est compact 

3) Â est essentiellement normal 

4) Il existe une suite {A n } c L(H) telle que 

a) Vne IN , A n est essentiellement normal 

b) g(A, A n ) -» 0 quand n -» oo 
Démonstration 

1) <==> 2) . 

D'après la remarque 2.3 de [ 6 ] : 

1) <==> AA*Saa*Sa*a ‘ Saa*A*AS a * A est compact. (3.1) 

Or Vu e D((A*A) 2 ) [I + (A*A) 2 ]u - (I + A*A) 2 u - 2 (I + A*A)u + 2u 
En posant u = Ra*A v * on trouve : 

v = (I + A*A) 2 R A * A v - 2 (I + A*A)R A * A v + 2 R a *a v 
d'où Rav = [I - 2R A (I- R A )]R A *A v 
O r Ra(! - r a) = A‘R A *AR A et par conséquent 
Il R A (I ' r a)II = Il AR a II 2 S 1/4 , en utilisant (0.2) 

Donc I - 2 Ra(I - Ra) ^ 1/2 est inversible et on peut écrire : 

R a * A = R A H - R A(1- 2R A )]' 1 
d'où s A * A - r a 1 1 * 2R aO- r a)]’ W2 

•1/S 

etdemême Saa* = r A * t* ‘ 2R A *( 1 * r A *)] 

En remplaçant ces valeurs dans (3.1) on trouve : 

['- 2R a* 0- R A*)f 1/2 ( r a- r a*) [i- 2R A (i- Ra) 1 
et par conséquent Ra - Ra* est compact 
2) =* 3) . 


est compact 
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En utilisant la proposition 0.5 on voit que 

2) => S A - S A * = lim n oo [ Pn(RA) ‘ Pn( R A*) 1 est compact, ce qui 
est équivalent à dire que - Râ* est compact . Comme 
RÂ ’ R Â* = R Â (^Â* - Â*Â) R^* et Â est borné et par conséquent 
RÂ et R Â* sont inversibles on en déduit que ÂÂ* - Â*Â est compact. 

3) =* 4) 

Si A est borné 4) est banalement vrai. Supposons donc A non borné . 
Posons: À n » (1 -1/n) Â . Alors Â n est essentiellement normal et 

comme || Â n || < 1 - 1/n < 1 , 

A n = 2(1 -1/n) Â [I - (1 - 1/n) 2 Â*Â]* 1 e L(H) 

et A n est essentiellement normal car A n *A n - A n A n * est compact 

(simple vérification). En outre : Â n -» Â dans L(H) quand n -> co 

Donc d'après (1.3) : g(A n ,A) -» 0 quand n -» oo 

4) => 2) 

Soit (A n ) c L(H) telle que Vn e IN , A n soit essentiellement 
normal et g(A, A n ) -» 0 quand n -* oo . Alors 
||RA n - Ra II 0 quand n -» ce 
et ||Ra *_* Ra * Il -» 0 quand n oo 


Donc R a * - R a 
R a * ■ R A 

M n M n 


est limite uniforme des opérateurs compacts 
e t par conséquent est compact 


Corollaire 3.4 

Soit A e C(H) , A essentiellement normal. Alors : 

VA. e (D , A - XI est essentiellement normal 

Démonstration 

En vertu de 4) il existe {A n } c L(H) telle que Vne IN , A n soit 
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essentiellement normal et g(A, A n ) -4 0 quand n -» 00 . Alors 
V \ e E , {A n - XI} est une suite d’opérateurs bornés , essentiellement 
normaux avec g(A - XI, A n - XI) -» 0 quand n -4 00 (cf[6] 
proposition 2.6 ). Donc A - XI est essentiellement normal 

Proposition 3.5 

Soit A e C(H) , A essentiellement normal et R(A) fermé. Alors : 

A est quasi-Fredholm 

Démonstration 

R(A) fermé =» R(A*) fermé => R(A*A) et R(AA‘) sont fermés 
D'après la proposition 2.6 on en déduit que 

p N(A*)- p N(A) = P N(AA*) - P N(A*A) est compact 

Donc I - Pn(A*) + P N(A) e F ( H ) et par conséquent R[l - P N ( A *) + P N(A)] = 

= p l p R(A) + P N(A)] est fermé et de codimension finie . Comme 

R(A) + N(A) D R[ Pr(A) + P N(A)] on en déduit que R(A) + N(A) est fermé 
et de codimension finie . Symétriquement R(A*) + N(A*) est fermé et de 
codimension finie , d’où R(A) n N(A) est de dimension finie . La suite 
{ R(Al) n N(A)} , j = 1 , 2 ,... est une suite décroissante de sous espaces 
de dimensions finies : il existe donc un d e IN tel que : 

Vn € U , n ï d => R(A n ) n N(A) d R(A d ) n N(A) . 

R(A d ) n N(A) est fermé ( car de dimension finie ) 

R(A) + N(A ci ) est fermé ( car de codimension finie ) 

Donc A est quasi Fredholm . ( cf. [ 5 ], Définition. 3.1.2 ) 

Corollaire 3.6 

Soit A e C(H) essentiellement normal. Alors 
1) Reg(A) c p e (A) 
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2) Si A est semi Fredholm , il est Fredholm 

Démonstration 

1) Si X e Reg(A) , R(A-XI) est fermé et comme A-XI est régulier 

dim N(A - XI) _= dim [ N(A - XI) n RJA - XI) ] < oo 

dim N(A* - XI) = dim[N(A‘- XI)nR(A*- XI)] < oo 

et par conséquent X e p e (A) 

2) Si A e SF(H), il existe un voisinage U de 0 tel que V X e U , 

Ind (A - XI) = Ind (A) . 

Or si X e ü\{0) , dim N(A- XI) < dim [ N (A) D R(A) ] < co 
et dimN(A*-XI)<dim[ N (A*) n R(A) ] < oo 

Donc Ind (A) = Ind (A-XI) < oo et par conséquent A e F(H) 

Proposition 3.7 

Soit A e C(H) essentiellement normal. Alors g(A*A , AA*) < 1 

Démonstration 

Par hypothèse Pq(A*A) * P G(AA*) est compact et autoadjoint et 
g(A*A,AA*) < 1 . Pour que g(A*A,AA*) - 1 il faudrait que 
P G(A*A) ' P G(AA*) admette ± 1 comme valeur propre . 

Supposons par exemple que {u , v) e HXH , ||{u,v}|| = 1 soit tel que 
P G(A*A) {a , v} - PG(AA*) t u • v } = {u . W • Alors : 
lit 1 + P G(AA*)K U ■ v )ll 2 = lltu , v}|| 2 + (3 Pq(AA*){ u ■ V M U - v l) 2 
S ll p G(A*A) • Wll 2 ^ IKU , v}||2 

Donc p G(AA‘)t u • v) = t °'° ) et p G(A*A)t u • v ) = (u , v} 
où encore Raa #u + AA*Raa #v = 0 ; AA*Raa* u + v * R AA* V = 0 

Ra*a u + A * AR A*A V = u • A*AR a *a u + v " r A*A v = v 
d’où : v € D(AA*) , u « - AA*v , u e D(A*A) et v * A*Au 
Donc u = - AA*A*Au 
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et par conséquent || Au || 2 = - ( Au , A AA* A* Au ) - - || A*A*Au || 2 
Donc || Au || = 0 , d'où Au = 0 et u = 0 et v = 0 , contradiction . 

Si P G(A*A) ( u . W - P G(AA*) ( u - W “ - {u , v} on procède de la même 
façon , en utilisant la symétrie entre A et A*. 


§4 . Théorème de Brown-Doualas-Fillmore 
Proposition 4.1 

Soit A une contraction essentiellement normale et soit X e C tel que 
|XJ<1 et R(A - XJ) soitfermé . Alors si F(X) = (A- JJ) + X(A‘- XI)A 
il existe un opérateur borné inversible C et un opérateur compact K 
tels que F(X) = (A - XI) C + K 

Démonstration 

Soit B(X) l'inverse de Moore-Penrose de A -XI . 

Comme R(A - XI) est fermé , B(X) est borné et à image fermée . En outre 

B ( X) ( A * - XI) = (A - XI)B(X) = Pr(A - XI) ■ Or : 

A * - XI = (A* - XI)B*(X)(A* - XI) = (A* - XI)B*(X)(A*- XI)(A- XI)B(X) = 

= (A* - XI)B*(X)(A- XI)(A‘- XI)B(X) + compact = 

= [(A* - XI)B*(X) - (A- XI)B(X)](A - XI)(A*- XI)B(X) + (A -XI)(A* -XI)B(X) + 
+ compact • 

Or [(A* - XI)B*(X) - (A - XI)B(X)] = P R(A*-Ü ) * P R(A-XI ) = 

“ P N(A* - XI)’ P N(A*-XI) = compact, d'après la proposition 2.6 
Donc F(X) - (A-XI) + X(A -XI)(A*-XI)B(X)A + compact 
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Ou encore F(X) = (A-XI)[I + X(A*-XI)B(X)A] + compact (4.1 ) 

Posons U(X) = (A*-XI)B(X) . 

Alors U*(X)U(X) - B*(X)(A- XI)(A*-jj)B(X) = 

= B*(X) ( A* - XI)(A-XI)B(X) + compact = Pr(A-XI) + compact 

Donc VU*(X)U(X) = lim n _ 100 p n (P R(A _M) + compact) = 

= lim n _*°o[Pri(PR(A-xi)) + com P act l= P R(A - XI) + compact 
En utilisant la décomposition polaire de U(X) on obtient : 

U(X) = T VU*(X)U(X) où T est une isométrie partielle 
Donc U(X) = T Pp( A -XI) + K(X) où K(X) est compact 

et par conséquent || U(X) - K(X) || < 1 . 

Finalement F(X) - (A -Xl){ I + X U(X) A } + compact = 

« F(X) = (A -Xl){ I + X [U(X) - K(X)] A } + compact 

et comme |X| < 1 , || X [U(X) - K(X)] A || < 1 et par conséquent en 

prenant C = I + X [U(X) - K(X)] A la proposition est démontrée . 

Proposition 4.2 

Soit A une contraction essentiellement normale et si X e (D posons 

encore F(X) = (A- XI) + X(A*- XI)A .Alorssi F(X) est un opérateur 

de Fredholm A - XI est aussi un opérateur de Fredholm et 
Ind (F(X)) = Ind (A - XI) 

Démonstration 

Puisque F(X) est Fredholm , dim N(F(X)) < oo et c( F(X)) > 0 . 

Posons K 0 = A*A - AA* . K 0 est compact et symétrique et par 
conséquent H se décompose en une somme directe orthogonale au plus 
dénombrable de sous espaces Mj , invariants par rapport à K 0 , avec 
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dim Mj < oo et tels que K 0 | M . = Xjlj ( lj désignant Ia restriction 
de l’identité à Mj ) avec X 0 = 0 , la suite de nombres réels {| Xj| } 

étant décroissante à partir de j = 1 , avec lim n oo I Aj| = 0 
n 

Alors ] M = (donc dimM <oo ) tel que: 

M 

||K 0 | M ±|| <; min { c 2 (F(X))/5 , c(F(X))/5 }. Posons N = M + N(F(X)) . 
Alors dim N < oo . 

Supposons que R(A - XI) ne soit pas fermé : 

alors R(A - XI)|n± n'est pas fermé et par conséquent il existe u e N 1 , 

Il u || = 1 avec || (A - Xl)u || < c(F(X))/5 . 

Or F(X)u = (A - XJ ) u + X(A*A-AA*)u + XA(A*-XI)u 

- 2 2 
et || (A* - XI)u || = ( Kjj , u ) + || (A- XI)u || . Donc : 

Il ( A* - XI) u || 2 <; c 2 (FW) ( j + ~) <; (|c(F(X))j 

et par conséquent : 

|| F(X)u || < c(F(X))/5 + | X | c(F(X))/5 + | X | || A || 3c(F(X))/5 < c(F(X)) , 
contradiction . 

Donc Ft(A - XI) est fermé . 

Mais alors, en vertu de la proposition 4.1 , 3 C inversible et K compact 
tels que F(X) = (A - XI) C + K . 

Donc (A - XI) est Fredholm et Ind (A - XI) = Ind (F(X)) 

Théorème 4.3 

Soit A e C(H) essentiellement normal . Pour X e C avec |X| < 1 , 

posons : 4>(X) = ——— 

. ,2 

1 - | x| 

Alors <f>(X) e p e (A) <=* X e p e (Â) 
et Ind (A - <£(X)I) = Ind (Â- XI) 
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Démonstration 

A - 4>(X) = 2A(I -Â^Â)’ 1 - 2X(1 - W 2 )- 1 = 2(1 - |X|2)-1 F(X) (I -Â'Â)" 1 
Comme (I -Â*Â)‘ 1 est surjectif, il est Fredholm et par conséquent 
A-$(A.) est Fredholm si et seulement si F(X.) l'est aussi et ils ont le 
même indice . Le reste de la démonstration se déduit immédiatement des 
deux propositions précédentes 

IMorèm e 4:4 

Soit A , B e C(H) , essentiellement normaux . Alors A et B sont 
compalents si et seulement si ils ont le même tableau spectral, c'est à 
dire si P e (A) = p e (B) 

et si VXe p e (A) , Ind(A-XI) = Ind(B-XI) 

Démonstration 

” seulement si H : 

C'est une conséquence immédiate de la proposition 2.4 
" si " : 

Le théorème précédent montre qu'alors on a : 

P 0 (Â)_- P e (B) 

et V Xe p e (Â) . Ind (A-XI) - Ind (B- XJ) 

Donc , d'après le théorème de Brown-Douglas-Fillmore A et 
compalents et par conséquent en utilisant la proposition 2.5 , A et B 
sont compalents. 

ENGLISH SUMMARY 

In 1976 , L. Brown , R.G. Douglas and P.A. Fillmore hâve given a 
caracterization of compalence classes of essentially normal bounded 
operators on a Hilbert space by means of their spectral pictures . The 
présent works is devoted to the extension of that now classical resuit to 
the case of unbounded operators also on a Hilbert space . 
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